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【摘 要】 调查职前数学教师对“负负得正”模型的理解水平，结果发现: 细胞、相反数、向后转模型是职前数
学教师能较好理解的模型; 职前数学教师对常见现实情境、符号含义单一的模型理解较好，对基于算法的模型的理
解水平要好过基于算理的模型，数学素养存在提升空间．职前数学教师、在职数学教师和学生在相反数模型上存在
一致性．基于调查结果提出“负负得正”教学建议: 注重现实情境模型与“说理”相结合，使用多样化的模型，不拘泥
于教材．
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1 问题缘起
模型是对客观事物简化、抽象的表征，对人们理

解、研究客观事物具有重要的作用．构建数学模型是
将实际问题数学化，从而通过数学方法分析、解决问
题．数学模型也是学生学习的重要载体，因此教师在
教学中要对所使用的数学模型有充分的理解．
在初等数学中，有理数乘法运算占有重要的地

位，而理解有理数乘法运算的关键是理解“负负得
正”［1］，但“负负得正”的证明多种多样［2－3］，教师不
好把握，学生不好理解，模型是让学生体会“负负得
正”合理性的载体［4］，因此模型的选择尤为重要．人
教版教材［5］中，用负因子乘以正等差数列，得到的结

果为负等差数列，再应用到一组负因子乘以负等差

数列中，得到“负负得正”( 图 1) ．

( －3) ×3= ，

( －3) ×2= ，

( －3) ×1= ，

( －3) ×0= ．

⇒
( －3) ×( －1) = ，

( －3) ×( －2) = ，

( －3) ×( －3) = ．

图 1 人教版教材中如何得到“负负得正”
浙教版教材［6］中用相反数的性质，由“3 ×

( －2) ”和“3 × 2”的积互为相反数，推出“( － 3 ) ×
( －2) ”和“3×( －2) ”的积互为相反数，得到“负负得
正”．教师对教材中的模型，是否能完美使用? 学生
对教材中的模型，是否能完全理解? 已有研究［7－8］

表明，教师教学时使用的模型对学生的理解没有显

著性影响，学生要回答“负负得正”很容易，但要说
明为什么“负负得正”却有难度．这表明对于教材中

的模型，教师讲不透，学生理解不了，并不是最优

选择．
教材之外的“负负得正”模型也很丰富，如 G·

博莱特的“负债模型”，M·克莱因的“面积模型”，佟
巍［7］的“动手模型”等．龚烈烔［9］发现，部分数学教师
认为具有现实情景的“负负得正”模型不容易理解，
因此在教学中尽量规避这类模型．巩子坤［10］的研究
表明，教师和学生都喜欢的“负负得正”模型是归
纳、数轴和相反数模型，其中数轴模型是具有现实背
景的模型，这表明并非所有具有现实背景的“负负得
正”模型都不易理解．哪种模型是贯通从学生到教师
的“好模型”? 已有研究多从在职数学教师和学生
的视角入手，而忽略了职前数学教师．职前数学教师
既是在职数学教师的前身，也是正在接受教育的师

范生，考察职前数学教师对不同“负负得正”模型的
理解水平，有利于进一步明晰“负负得正”教学的有
效模型．
本研究采用问卷调查法，了解某师范大学应届

职前数学教师对“负负得正”模型的理解水平．主要
解决以下研究问题: ( 1) 职前数学教师对“负负得
正”模型的理解水平如何? ( 2) 职前数学教师对模
型的理解与在职数学教师、学生相比，有何异同?
( 3) 基于此调查研究，为“负负得正”教学提供建议．
2 研究方法
1．1 研究对象
被试为某高校数学师范专业的应届生，他们都
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完成了教师教育课程与培训，并且都有从事中小学

数学教师工作的意愿．共发放问卷 75 份，有效问卷
66份．
1．2 调查工具
以巩子坤［10］的“负负得正”有效教学模型为问

卷基础并进行优化，共包含 10 个模型，调查数据运
用 SPSS27．0软件进行统计、分析．
1．3 数据收集与处理

为获得客观、真实的答案，采用集中调查、问卷
匿名的方式，安排被试在同一时间和地点，在发放问

卷之前阐述研究目的，保证在没有外界干预的条件

下完成问卷．
为分析被试对模型的理解水平，借鉴鲁晓莉等

人［11］开发的数学建模素养评价中的结果性评价，结

合李明振等人［12］对数学建模过程的研究，将理解水

平划分为四个等级( 如表 1) ，并进行赋分．
表 1 对“负负得正”模型理解水平的划分

编码 分值 评价标准 例:“细胞模型”中的回答

水平 0 0分
无法理解模型，不能从中提取信息，或提

取不正确、无意义的信息，无法利用模型
对“负负得正”做正确的说明

( 1) 空白;
( 2) “生长一个癌细胞”或“癌细胞
变正常细胞”

水平 1 1分
能够正确理解模型，但未能利用模型对

“负负得正”做正确的说明

“杀死一个癌细胞”表示为 ( － )
( －) ，“生长出一个好细胞”表示为
( +) ( +)

水平 2 2分
能够正确理解模型，并利用模型对“负负
得正”做出说明，但说明不完全正确，包括
不完整、不准确或者过于繁琐

“( －) ( －) 表示杀死一个癌细胞，
对人是有益的”

水平 3 3分
能够正确理解模型，并利用模型对“负负
得正”做出完整的、正确的说明

癌细胞为( － ) ，杀死一个细胞为
( －) ，对人体来说，“杀死一个癌细
胞是好事”可以表示为“( －) ( －) =
( +) ”，即“负负得正”

3 研究结果
3．1 整体情况
职前数学教师对不同模型的理解水平频( 人)

数、百分比以及平均分见表 2．
表 2 职前数学教师对不同模型的理解水平

模型 水平 3 水平 2 水平 1 水平 0 平均分

细胞模型
频数 53 9 2 2

百分比 80．4% 13．6% 3% 3%
2．71

向后转模型
频数 54 4 1 7

百分比 81．8% 6．1% 1．5% 10．6%
2．59

电荷模型
频数 27 17 15 7

百分比 40．9% 25．8% 22．7% 10．6%
1．97

红利－债务模型
频数 30 12 16 8

百分比 45．5% 18．2% 24．2% 12．1%
1．97

给排水模型
频数 40 15 6 5

百分比 60．6% 22．7% 9．1% 7．6%
2．36

数轴模型
频数 20 16 21 9

百分比 30．3% 24．3% 31．8% 13．6%
1．71

面积模型
频数 19 17 13 17

百分比 28．8% 25．8% 19．7% 25．7%
1．57

归纳模型
频数 25 20 15 6

百分比 37．9% 30．3% 22．7% 9．1%
1．97

分配律模型
频数 28 14 24 0

百分比 42．4% 21．2% 36．4% 0%
2．06

相反数模型
频数 48 14 3 1

百分比 72．7% 21．2% 4．6% 1．5%
2．65

通过表 2，可以发现: 职前数学教师对不同模型
的理解水平按细胞、相反数、向后转、给排水、分配
律、红利－债务( 与归纳、电荷模型并列) 、数轴、面积
模型依次下降．
职前数学教师对细胞模型理解水平的平均分是

2．71，是理解水平最高的模型．细胞模型中的“+”表
示“生长”“正常细胞”，“－”表示“死亡”“癌细胞”，
符号既表示细胞的两种相反属性，也表示两种相对

的动作，符合人们对“相反”的感觉，“生长正常细胞
是好事”“杀死癌细胞是好事”也是容易理解的常识．
因此可以解释职前数学教师为什么对细胞模型的理

解水平最高．
职前数学教师对面积模型理解水平的平均分是

1．57，是理解水平最低的模型．通过面积关系说明“负
负得正”，可以利用正方形 EAGI( 如图 2) ，其面积既
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可以表示为“10 × 10”，也可以表示为“( 12 － 2 ) ×
( 11－1) ”，通过面积的等价性，说明“负负得正”．

图 2 面积模式示意图

与其他模型相比，面积模型具有抽象性，提高了

理解难度．大部分职前数学教师在解答时不知所措，
没有发现面积之间的等量关系，在回答时仅用单个

图形面积的计算来说明“负负得正”，会出现“忽略图
形”( 如图 3) 和“长度出现负值”( 如图 4) 的情况，前
者模仿示例，脱离图形，丢失了面积模型的意义; 后

者则用负数作为长度的数值，表达不严谨．

图 3 忽略图形

图 4 长度出现负值

3．2 对模型的分类
基于理解水平的得分，进一步探究模型之间的

差异．由于理解水平得分的数据形态不满足正态分
布，因此采用弗莱德曼( Friedman) 检验分析得分情
况，结果表明十个模型的理解水平得分具有显著差

异( p＜0．05) ．成对比较分析显示，职前数学教师在
向后转、相反数、细胞模型的理解水平上不存在显
著差异，记为Ⅰ类模型; 在电荷、归纳和红利－债务
模型的理解水平上不存在显著差异，记为Ⅱ类模
型; 在面积、数轴模型的理解水平上不存在显著差
异，记为Ⅲ类模型; 在给排水模型的理解水平上与
其余三类模型存在显著差异，三类模型之间存在显

著差异．结合表 2 可知: “负负得正”模型按理解难
度划分，从易到难依次为: Ⅰ类模型、给排水模型、
Ⅱ类模型、Ⅲ类模型．

4 讨论与分析
4．1 易被理解与不易被理解的模型
( 1) 有常见现实情境、符号含义单一的模型易被

理解; 情境复杂、符号含义多元、涉及其他学科的模
型不易被理解．细胞、向后转模型是具有现实背景的
模型，符号仅表示状态和动作属性，模型情境内容符

合生活常识，因此容易被理解．红利—债务、数轴模
型尽管情境生活化，但符号含义太多，因此不易理

解．电荷模型涉及物理知识，虽然情境简单，但部分
职前数学教师没有明白电荷平衡的前提是正电荷与

负电荷数相等( 如图 5) ，取出一个负电荷，就会产生
一个正电荷．这表明对其他学科知识的要求也会成
为影响理解水平的因素．

图 5 对电荷平衡理解不当

( 2) “时空”模型不易被理解，但合适的情境可
以降低理解难度．“时”是指过去、现在和将来，“空”
是指方向或性质相反的动作．红利—债务、给排水和
数轴模型均为这类模型．红利—债务模型中常见符
号含义理解错误，分不清符号表示的时间先后，以及

收入还是支出( 如图 6) ; 数轴模型中常见忽略符号
的时间含义( 如图 7) ，也会忽略将路程与数轴上的
点建立联系( 如图 8) ．

图 6 红利—债务模型中对符号的理解错误．

图 7 数轴模型中忽略符号的时间含义

图 8 数轴模型中忽略数轴意义

给排水模型是简单的“时空”模型，“水池蓄、排
水问题”在小学就已学习，所以职前数学教师对给排
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水模型的理解水平高于红利－债务和数轴模型是可
以理解的．陈晓明［13］认为，这类模型实质上是通过有
理数知识建模来解决实际问题的过程，对抽象思维

要求能力较高，所以对初中生来说很复杂．现在来
看，理解好这类模型对于职前数学教师来说也不简

单，甚至是有难度的．
( 3) 基于算法的模型易被理解，基于算理的模型

不易被理解．相反数模型类比正整数加法和乘法的
运算，是基于算法的模型，“－1 与任意一个数的乘积
等于该数的相反数”对于职前数学教师来说是易于
理解和表达的［14］．归纳、分配律模型是基于算理的模
型，归纳模型暗含了运算的一致性，正数与负数相乘

的运算在负数与负数相乘中仍然成立，大部分职前

数学教师没有体会到运算一致性，只用数学归纳法

进行证明( 如图 9) ．分配律模型则是在“保持运算的
持续性”的基础上推出“负负得正”，具有形式推理的
味道［10］，但大部分职前数学教师并不理解这类模

型，更不能进行推导．这反映出职前数学教师对有理
数运算的算理理解不深刻，数学表达也不严谨．

图 9 归纳模型的部分回答

4．2 分析与讨论
结合已有研究，发现职前数学教师在“负负得

正”模型的理解上与学生、在职数学教师存在一致性
和差异性．
( 1) 职前数学教师和学生在细胞、相反数模型上

存在一致性．巩子坤［10］发现，学生在学习“负负得
正”时，喜欢归纳、细胞和相反数模型，但在说明“负
负得正”时，却极少使用归纳模型．陈思琪的调查发
现，学生对于归纳模型实质上是靠“猜”而非算理上
的理解，说明学生是“迫于”教材推荐才接受归纳模
型，细胞、相反数模型是学生真正喜欢并能理解的模
型．职前数学教师对归纳模型的理解也存在不足，而
在细胞、相反数模型的理解上表现优异，说明这两个
模型是贯穿从学生到教师的好模型．
( 2) 职前数学教师和在职数学教师在归纳、数轴

模型上存在差异性，在相反数模型上存在一致性．在
职数学教师喜欢用归纳模型可能是受到教科书的影

响，是否能真正理解归纳模型，仍是需要进一步讨论

的问题．优化后的数轴模型，难度较大，影响了职前
数学教师对数轴模型的理解．相反数模型是在职数
学教师常用的模型，也是职前数学教师理解水平较

好的模型．
( 3) 职前数学教师与在职数学教师、学生在相反

数、分配律模型上存在一致性，在数轴模型的上存在
差异性．相反数模型是职前数学教师理解水平较好、
在职数学教师和学生都喜欢的模型．分配律模型既
不受在职数学教师和学生的喜欢，也没有被职前数

学教师充分理解，是不被接纳的模型．原数轴模型受
到在职数学教师和学生的喜欢，职前数学教师对同

样用到数轴但难度较低的向后转模型理解也比较

好，因此数轴本身在“负负得正”教学中是有价值的，
但要控制难度．
5 结论与建议
5．1 结论
( 1) 职前数学教师对说明“负负得正”的不同模

型的理解水平存在差异．细胞、相反数和向后转模
型，是职前数学教师理解水平最好的模型; 给排水模

型的理解难度高于前三个模型; 归纳、电荷、红利－债
务、分配律模型的理解难度更大; 数轴、面积模型最
难理解．理解跨学科情境的模型和“时空”模型有一
定难度．
( 2) 职前数学教师与在职数学教师、学生在“负

负得正”的模型上存在一致性与差异性．职前数学教
师、在职教师和学生在相反数模型上存在一致性; 职
前数学教师、在职数学教师以及学生在数轴模型上
存在差异性，但数轴具有教学价值．职前数学教师和
在职数学教师在归纳模型上存在差异性．
( 3) 职前数学教师对有理数算理的理解及数学

学科素养有待提升．从归纳、分配律模型的解答来
看，职前数学教师对算理的理解不深入，部分职前数

学教师证明过程不严谨，数学表达存在不足．
5．2 建议
( 1) “负负得正”教学应注重现实情境与“说理”

的结合．
“负负得正”在初等数学中无法通过逻辑推理来
证明［10］，合适的现实情境模型有助于学生直观体会

“负负得正”的合理性．“负负得正”有着丰富的现实
意义，说明“负负得正”的模型也可以具有多样的现
实情境．但只有现实情境的模型也不利于学生深入
理解算理，因此有必要搭配“说理”的模型，帮助学生
理解“负负得正”的合理性．
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( 2) 教学中使用多样化的“负负得正”模型，不
拘泥于教材．
在教学中可以将相反数、向后转和细胞模型结

合使用，以向后转模型为起点，感受“负负得正”，可
以这样引入:

师: 同学们，在数轴上以 0 为原点，向右数值为
正，向左数值为负，如图 10．假设数轴向左为西，向右
为东，一个人站在原点，他可能朝向哪边?

图 10 数轴表示方向

生: 东或西．
师: 没错 ．那我们可以怎样表示这个人的站

向呢?

生: 向西用负数表示，向东用正数表示．
师: 如果这个人要向后转，我们应该怎样表

示呢?

生: 乘以( －1) ，因为如果朝东，用正数表示，乘
以( －1) 是负数，就朝西．如果朝西，用负数表示，乘以
( －1) 是正数，就朝东了．
随后通过细胞模型建立“( －) ( －) = ( +) ”的符

号观念．可以这样教学:
师: 把细胞的生长定义为( +) ，细胞的死亡定义

为( －) ，好的细胞定义为( +) ，癌细胞定义为( －) ．长
了一个正常细胞可以表示为( +) ( +) ，因为这是好
事，所以( +) ( +) = ( +) ，那长了一个癌细胞应该怎么
表示呢?

生: ( +) ( －) ，因为是坏事，所以等于( －) ．
师: 死亡一个癌细胞应该怎么表示呢?

生: ( －) ( －) ，因为是好事，所以等于( +) ．
最后通过相反数模型使学生的符号观念与数字

运算结合，可以这样教学:

师: 通过前两个例子，相信同学们对“负负得正”
有了直观的认识．下面请同学们计算两组式子，并找
一下其中的特点．

3×3= ; －3×3= ;

3×2= ; －3×2= ;

3×1= ; －3×1= ;

3×0= ; －3×0= ．
生: 两数相乘，改变其中一个数的符号，积变为

相反数．当然这两个数不能都为 0．
师: 那我再把另一个数的符号也改变，结果会怎

样呢?

( －3) ×( －1) = ;

( －3) ×( －2) = ;

( －3) ×( －2) = ．
生: 积又变为原来的相反数了，和第一次运算结

果相同．
通过相反数的性质，得到“负负得正”．在教学中

不必紧紧抓住不好理解的模型，只要教师能解释好，

学生能理解好，就是好模型．
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